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Web付録 第３章 補論 

 

補論 3.2 2位価格オークションの耐戦略性 

 本文では直観的に，2 位価格オークションにおいては自分の評価値と等しい値の価格を入

札することが最適であることを示しましたが，今度はもう少し厳密にこのことを証明して

みましょう。 

 いまあなたにとって，入札価格𝑏を評価値𝑣と等しくするか，それよりも高い価格𝑤(> 𝑣)

にするか，どちらが得であるか考えてみましょう。このとき，あなた以外のプレーヤーが入

札する価格のうち，最も大きな値
．．．．．．

を𝑠とします。もしあなたの入札した価格が 1 位であれば，

この𝑠があなたの支払うべき 2 位の価格になります。 

 もちろん，他のプレーヤーがどのような価格を入札するのかは，オークションが終わって

みるまではわかりません。したがって，𝑠の値が取りうる範囲について，場合分けして考え

なければなりません。 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1 2 位価格オークションにおいて𝒔の値が取りうる範囲 

 

 簡単化のため，あなたと他のプレーヤーの入札価格が同じ額になることはないと仮定す

ると，起こりうる場合としては次の 3 通りがありえます。(1) 𝑠 < 𝑣，(2) 𝑣 < 𝑠 < 𝑤, (3) 𝑤 <

𝑠の３つです（図 1）。そこで，これら 3 つの場合についてそれぞれ，オークションの結果，

あなたが得ることになる利益を表にしたのが表 1 になります。 

 

𝒔の値 

入札価格𝒃 
(1) 𝒔 < 𝒗 (2) 𝒗 < 𝒔 < 𝒘 (3) 𝒘 < 𝒔 

𝒗 𝒗 − 𝒔 0 0 

𝒘(> 𝒗) 𝒗 − 𝒔 𝒗 − 𝒔 < 𝟎 0 

表 1 2 位価格オークションの利得表 

 

𝑣 𝑤 

(1) (2) (3) 

𝑠 
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 まず，他のプレーヤーが入札する価格のうち最も大きな値である𝑠が(1) 𝑠 < 𝑣の範囲であ

った場合，あなたにとっては評価値𝑣を入札しようと，それより高い値𝑤を入札しようと落

札できて，2 位の価格である𝑠を支払うことになります。よって，あなたの利得は手に入れ

た財の評価値𝑣から支払額𝑠を差し引いた𝑣 − 𝑠となります。 

 次に，𝑠の値が (2) 𝑣 < 𝑠 < 𝑤 の範囲であった場合，もしあなたが評価値𝑣に等しい値の

価格を入札していれば落札できませんが（𝑣 < 𝑠なので，1 位の価格は他のプレーヤーの入

札価格の中にある），それより高い値𝑤を入札していれば落札できます。このとき，前者の

場合では落札できない代わりに何も支払わなくてもよいので利得は 0 ですが，後者の場合

では，落札できるのであなたの利得は手に入れた財の評価値𝑣から支払額𝑠を差し引いた𝑣 −

𝑠となります。しかし，𝑣 < 𝑠であるため，𝑣 − 𝑠の値はマイナスとなります。よって，評価値

𝑣に等しい値の価格を入札した方が利得は高くなります。  

 最後に，𝑠の値が(3) 𝑤 < 𝑠の場合，あなたにとっては評価値𝑣を入札しようと，それより

高い値𝑤を入札しようと落札できないので，いずれの場合も利得は 0 になります。 

 これら３つの場合全体を通じて，評価値𝑣に等しい値の価格を入札した場合の利得の方が，

それより高い値𝑤を入札した場合の利得と同じかそれ以上であることがわかります。 

 したがって，他の入札者が付ける価格のうち最も大きな値である𝑠が３つの場合のどれに

なるか完全に無知であったとしても，どの場合においても評価値𝑣に等しい値の価格をビッ

ドしておけば，それより高い値𝑤を入札した場合の利得より低い利得になることはありませ

ん。よって，評価値𝑣に等しい値の価格を入札することが支配戦略になります。 

 同様の議論により，評価値𝑣に等しい値の価格を入札するという戦略が，それより低い値

u(< 𝑣)を述べる戦略よりも優れていることが示せます。こうして，2 位価格オークションは

耐戦略性を満たすことがわかりました。 

 

別証明： 

 真の評価値が𝑣であるプレーヤーが 2 位価格オークションで入札する価格を𝑤とします。

また，他のプレーヤーが入札する価格のうち最も大きな値を𝑠とします。また，𝑠の値が取り

うる範囲を[0, 𝑀]とします。ただし，𝑀はある有限の値とします（𝑀 < ∞）。𝑠の値はその確

率密度関数が𝑓，分布関数が𝐹であるような分布に従う確率変数とし，任意の𝑠の値に対して

𝑓(𝑠) > 0とします。つまり，𝑠は区間[0, 𝑀]上のどの値もゼロではない確率で取りうると仮定

します。このとき，あなたの 2 位価格オークションにおける期待利得は次のようになりま

す。 

𝐸𝜋 = ∫ (𝑣 − 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 + ∫ 0 ∙ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑀

𝑤

𝑤

0

 

この式の右辺第 1 項は，他の入札者が入札する価格のうち最も大きな値𝑠があなたの入札す

る価格𝑤より低い場合で，そのときあなたは落札者となり，評価値𝑣の財を 2 位の価格𝑠で手

に入れます。その場合の利得の期待値は(𝑣 − 𝑠)に𝑠の発生確率𝑓(𝑠)を掛けて，𝑠が𝑤以下であ
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る場合について足し合わせた（積分した）ものとなります。右辺第 2 項は𝑠が𝑤より高い場

合で，そのときあなたは落札できませんので，その場合の期待利得はゼロとなります。 

 この期待利得を最大にするような価格𝑤は， 

𝜕𝐸𝜋

𝜕𝑤
= (𝑣 − 𝑤)𝑓(𝑤) = 0 

を解けば得られます。任意の𝑠の値に対して𝑓(𝑠) > 0だったので，𝑤 = 𝑣が期待利得を最大に

するような価格になります。実際，期待利得を二階微分してみると， 

𝜗2𝐸𝜋

𝜕𝑤2
= −𝑓(𝑤) + (𝑣 − 𝑤) = −𝑓(𝑤) < 0 

となっているので，𝑤 = 𝑣が期待利得の最大値を与えることがわかります。こうして，2 位

価格オークションでは，自分の真の評価値𝑣を入札することが最適であることが証明できま

した。 

 

補論 3.3 2位価格オークションとグローブス・メカニズム 

 2 位価格オークションはグローブス・メカニズムの一種だということを具体的に見ていき

ましょう。 

 いま一般にプレーヤーは𝑛人いて，各プレーヤー𝑖の効用関数𝑢𝑖は準線形，つまり， 

𝑢𝑖(𝑥𝑖 , 𝐺) = 𝑥𝑖 + 𝑣𝑖 ∙ 𝐺であるとします。ここで，𝑥𝑖はプレーヤー𝑖の初期保有，𝑣𝑖はオークショ

ンで販売されている財の評価値，そして𝐺 = (𝑔1, 𝑔2, ⋯ , 𝑔𝑛)はオークションにおける財の配

分（落札結果）を表すものとします。ただし，𝑔𝑖は 0 か 1 の値を取るものとし，かつその合

計が 1 になる，つまり， 

∑ 𝑔𝑖 = 𝑔1 + 𝑔2 + ⋯ + 𝑔𝑛
𝑖

= 1 

とします。上の式は，プレーヤー𝑖が落札して財を手に入れた場合に𝑔𝑖 = 1，それ以外では

𝑔𝑖 = 0であるとすると，たかだか 1 人のプレーヤーしか財を手に入れることができないとい

うことを意味します。また，落札できなかった場合の利得は 0，つまり，𝑣𝑖(0) = 0とします。 

各プレーヤー𝑖は，財に対する評価値𝑤𝑖を表明します。そして，各プレーヤー𝑖の表明した

評価値のプロファイル𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋯ , 𝑤𝑛)を基に，オークションにおける財の配分は，以下

の決定関数𝑑(𝑤)によって決定されます。 

𝑑(𝑤) = 𝑚𝑎𝑥𝐺 ∑ 𝑤𝑖

𝑖

𝑔𝑖 = 𝑚𝑎𝑥𝐺(𝑤1𝑔1 + ⋯ + 𝑤𝑛𝑔𝑛) 

𝑔𝑖はたかだか 1 人のプレーヤーについて１となることから，上の式は，最も高い評価値𝑤𝑖

を表明したプレーヤーに財を落札させるような財の配分𝐺が選ばれることを意味します。 

最後に，各プレーヤー𝑖の支払額は， 

𝑡𝑖 = {
𝑚𝑎𝑥𝑗≠𝑖(𝑤𝑗) 𝑤𝑖 > 𝑚𝑎𝑥𝑗≠𝑖(𝑤𝑗)

0 𝑤𝑖 < 𝑚𝑎𝑥𝑗≠𝑖(𝑤𝑗)
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によって決められます。ここで，𝑚𝑎𝑥𝑗≠𝑖(𝑤𝑗)はプレーヤー𝑖以外が表明した評価値𝑤𝑗の中で

最も高い評価値を意味します。したがって，プレーヤー𝑖の表明した評価値𝑤𝑖がそれよりも

大きければプレーヤー𝑖が落札することになり，そのときにのみ，プレーヤー𝑖は表明された

中で 2 番目に高い評価値，つまり，𝑚𝑎𝑥𝑗≠𝑖(𝑤𝑗)を支払います。プレーヤー𝑖が落札しない場

合は何も支払う必要はなく，𝑡𝑖 = 0ということになります。なお，この支払額𝑡𝑖は，グローブ

ス・メカニズムにおけるのと同様に，プレーヤー𝑖の表明した選好（評価値𝑤𝑖）には依存し

ない形になっていることに注意してください。 

 最終的に各プレーヤー𝑖の利得は，グローブス・メカニズムにおけるプレーヤーの利得と

同じ形で 

𝑢𝑖(𝑥𝑖 , 𝐺) = 𝑥𝑖 + 𝑣𝑖 ∙ 𝐺 − 𝑡𝑖 

となります。このように，2 位価格オークションは第 2 章で説明したグローブス・メカニズ

ムの特殊ケースであることが確認できました。 

 

補論 3.4 収益同値定理の証明 

 なぜ収益同値定理が成り立つのかについては，この定理自体が直観に反する非常に驚く

べきものであるだけに，直観的に説明することは難しいです。そこで，収益同値定理を証

明するには，微積分による計算が不可欠です。いくつかの証明方法が知られていますが，

その中でも一番，数学的な予備知識が少なくて済むもの（微係数の定義だけを理解してい

ればいい）をここで紹介します1。 

 まず，収益同値定理の一連の仮定が満たされたオークションにおいて，評価値が𝑣である

プレーヤーは，確率𝑃(𝑣)で落札し，価値𝑣の財を手に入れ，𝐸(𝑣)という額を支払うものだと

すると，その期待利得𝑆(𝑣)は， 

𝑆(𝑣) = 𝑣 × 𝑃(𝑣) − 𝐸(𝑣) 

となります。なお，落札確率𝑃(𝑣)はプレーヤーの評価𝑣ごとに異なることに注意してくださ

い。 

ここで，評価値が𝑣であるプレーヤーが，あたかも評価値が𝑣′であるかのような入札をし

たとすると，落札確率は𝑃(𝑣′)になり，そのときの期待利得は𝑆(𝑣′)となります。 

𝑆(𝑣′) = 𝑣 × 𝑃(𝑣′) − 𝐸(𝑣′) 

 

1 以下の証明は，Klemperer (2004)の Appendix 1.A.によるものです。Klemperer (2004)に

も説明されていますが，他に簡潔な証明としては，包絡線定理を用いた証明(Milgrom, 

1989 )があります。また，スティグリッツ(2008)の付録 A にも比較的やさしい解説があり

ます。 
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 しかし，評価値が𝑣であるプレーヤーが最適戦略に従っているかぎり，このような入札を

しても落札確率を上げることはできないはずです。したがって，最適戦略に従って入札した

時の期待利得の方が大きくなるはずです。ここで，以下の不等式を考えます。 

𝑆(𝑣) − 𝑆(𝑣′) ≥ (𝑣 − 𝑣′)𝑃(𝑣′) 

この式は，評価値𝑣のプレーヤーが最適戦略に従った場合の期待利得𝑆(𝑣)と，評価値が𝑣′で

あるかのように入札したときの期待利得𝑆(𝑣′)との差額が，少なくとも(𝑣 − 𝑣′)𝑃(𝑣′)である

ことを示しています。これは，評価値𝑣のプレーヤーが𝑃(𝑣′)の確率で落札できた際に手に入

れるのは価値𝑣′ではなく価値𝑣の財なので，その差額分を評価値が𝑣′であるかのように入札

することで得たとしても，最適戦略に従う方が期待利得は高いはず，という事実を反映して

います。 

 ここで，𝑣と𝑣′の差額𝑑𝑣が非常に小さく，𝑣′ = 𝑣 + 𝑑𝑣だとします。すると，上の式は 

𝑆(𝑣) ≥ 𝑆(𝑣 + 𝑑𝑣) + (−𝑑𝑣)𝑃(𝑣 + 𝑑𝑣) 

となります。同じく，評価値が𝑣 + 𝑑𝑣のプレーヤーもまた，あたかも評価値が𝑣である人の

ような入札をしても得をすることはできないので，同様に， 

𝑆(𝑣 + 𝑑𝑣) ≥ 𝑆(𝑣) + (𝑑𝑣)𝑃(𝑣) 

となり，この 2 つの式を１つに組み合わせると， 

𝑃(𝑣) ≤
𝑆(𝑣 + 𝑑𝑣)

𝑑𝑣
≤ 𝑃(𝑣 + 𝑑𝑣) 

となります。ここで𝑑𝑣は非常に小さな数だったので，𝑑𝑣 → 0の極限を取ると，微係数の定

義から， 

𝑑𝑆

𝑑𝑣
= 𝑃(𝑣) 

が得られます。この式は，プレーヤーの期待利得𝑆(𝑣)をグラフに描いたときの𝑣における接

線の傾きが，落札確率𝑃(𝑣)であることを意味します（図 2）。 

 収益同値定理の仮定では評価値が 0 のプレーヤーの支払額は 0 だったことを思い出すと，

プレーヤーの評価値の分布の上限を𝑀(𝑀 < ∞)とすれば， 

𝑆(𝑣) = ∫ 𝑃(𝑣)𝑑𝑣
𝑀

0

 

となります。これからプレーヤーの期待利得𝑆(𝑣)は落札確率𝑃(𝑣)だけで決まっていること

がわかります。したがって，プレーヤーの支払額𝐸(𝑣)もまた落札確率𝑃(𝑣)だけで決まってい

なければなりません。 

 ところが，落札確率𝑃(𝑣)は，プレーヤーの評価値の確率分布のみに依存していて，オーク

ション方式とは独立に決まるので，これで収益同値定理が証明されたことになります。 
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図 2 期待利得 

 

具体例 

 さて，いま一般に𝑛人のプレーヤーがいて，各プレーヤーの評価値𝑣が区間[0, 1]の実数か

ら一様分布に従って独立に選ばれており，各プレーヤーが対称的な戦略，つまり，同一のビ

ッド関数を使用しているとします。 

 このとき，本文の補論 3.1 によれば，1 位価格オークションにおける最適ビッド𝑏1は以下

のとおりでした。 

𝑏1(𝑣) =
𝑛 − 1

𝑛
𝑣 

売り手は落札者からこれを支払い額として受け取ります。したがって，1 位価格オークショ

ンにおける売り手の収益の期待値は次のようになります。 

𝐸1 = 𝑛 ∫ 𝑏1(𝑣)𝐹𝑛−1(𝑣)𝑑𝑣
1

0

 

これは，評価値𝑣のプレーヤーの支払額にこのプレーヤーが落札する確率𝐹𝑛−1(𝑣)を掛けた

値を，評価値𝑣の取りうる範囲[0, 1]にわたって合計（積分）した値に，プレーヤーの人数𝑛

を掛けたものです。𝑛を掛けるのは，どのプレーヤーにも落札するチャンスがあるためです。 

 ここで，区間[0, 1]の一様分布の確率密度関数𝑓(𝑣)および分布関数𝐹(𝑣)は以下のとおりで

したから， 

𝑓(𝑣) = 1, 𝐹(𝑣) = 𝑣 

これらを代入すると， 

𝐸1 = 𝑛 ∫
𝑛 − 1

𝑛
𝑣 × 𝑣𝑛−1𝑑𝑣

1

0

= (𝑛 − 1) [
1

𝑛 + 1
𝑣𝑛+1]

0

1

=
𝑛 − 1

𝑛 + 1
 

となります。 

 次に，2 位価格オークションの場合を考えます。2 位価格オークションにおける最適ビッ

𝑣 

𝑃(𝑣) 

𝑆(𝑣) 
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ド𝑏2は以下のとおりでした。 

𝑏2(𝑣) = 𝑣 

ただし，売り手が受け取る支払い額は 2 番目に高い価格𝑤(< 𝑣)であることに注意してくだ

さい。したがって，評価値𝑣のプレーヤーが落札し，2 番目に高い価格𝑤を支払うものとし

て，2 位価格オークションにおける売り手の収益の期待値を考えると，次のようになります。 

𝐸2 = 𝑛(𝑛 − 1) ∫ 𝑤(1 − 𝐹(𝑤))𝐹𝑛−2(𝑤)𝑑𝑤
1

0

 

これは，評価値𝑤のプレーヤーが 2 番であるのは，評価値𝑤のプレーヤー（落札者）が 1 人

いて，他の𝑛 − 2人のプレーヤーの評価値が𝑤以下である場合です。前者である確率は1 −

𝐹(𝑤)で，後者である確率は𝐹𝑛−2(𝑤)なので，2 番目に高い価格𝑤に，この確率(1 −

𝐹(𝑤))𝐹𝑛−2(𝑤)を掛けた値を，評価値𝑣の取りうる範囲[0, 1]にわたって合計（積分）した値

に，𝑛(𝑛 − 1)を掛けたものが売り手の収益の期待値になります。𝑛(𝑛 − 1)を掛けるのは，𝑛人

のどのプレーヤーにも落札するチャンスがあり，また，落札者 1 人に対して残り𝑛 − 1人の

誰もが 2 番になるチャンスがあるためです。 

 さて，区間[0, 1]の一様分布の確率密度関数𝑓(𝑣)および累積分布関数𝐹(𝑣)を代入すると， 

𝐸2 = 𝑛(𝑛 − 1) ∫ 𝑤(1 − 𝑤)𝑤𝑛−2𝑑𝑤 = 𝑛(𝑛 − 1) [
1

𝑛
𝑤𝑛 −

1

𝑛 + 1
𝑤𝑛+1]

0

1

=
𝑛 − 1

𝑛 + 1

1

0

 

となり，1 位価格オークションの場合の売り手の期待収益と等しくなります。こうして，収

益同値定理が確認できました。 

 


